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Capitolul 0

Surprinzatoarea poveste a numarului T

Sé presupunem cd a mia zecimald a lui  ar fi 9... Intrebarea e: era adevdratd
prima afirmatie a acestui paragraf inainte de descoperirea din 19497 [Cititorul va gasi
raspunsul in acest capitol.] Pentru sustindtorii scolii realiste, enuntul exprimd

un adevédrat atemporal, indiferent dacd e sau nu cunoscut... [Altii] preferd si creadd cd

obiectele matematice sunt lipsite de orice realitate independentd de mintea umand.

(Martin Gardner, 1914-2010)!

Obiectivul acestei carti e bine ilustrat de fragmentul citat mai sus
din Martin Gardner. Existd doua feluri diferite de a gandi conceptia
ontologicd a matematicii: conform primeia, ideile si conceptiile ma-
tematice sunt reale, adic3 existd dincolo de mintea noastra; pentru
cea de-a doua, nu sunt altceva decat constructii mentale ale omului.
{nainte de a ne imbarca Intr-o istorisire riguros cronologica, o sd ne
oprim asupra povestii numarului =, acesta fiind modul cel mai bun de
a intra in aceastd dezbatere.

De-a lungul istoriei, cele doua conceptii filosofice despre raportul
dintre matematica si realitate au alternat. Cum nu avem intentia sa
convingem pe cineva, nu vom adopta niciuna dintre pozitii in cartea
asta. Ne vom mirgini la prezentarea argumentelor ambelor viziuni si
vom ldsa cititorul sd-si formuleze propriile concluzii.

1 M. Gardner, Gardner’s Whys and Wherefores, University of Chicago Press, 1989.
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Descoperirealui rt

Una dintre primele descoperiri matematice ale omenirii consta in re-
cunoasterea faptului ca raportul dintre perimetrul cercului (numit, de
obicei, circumferintd) si diametrul sdu, indiferent de dimensiunea cer-
culuirespectiv, e mereu acelasi: circumferinta e un pic mai lungi decat
triplul diametrului. Ca sa fim precisi, de 3,141 592 653 589 793 238 46...
ori mai mare, unde punctele de suspensie indica faptul ci cifrele zeci-
male continua la infinit.

De cand stim asta? Din vremuri imemoriale, probabil de vreo cinci
mii de ani; sau, poate, nu chiar de-atunci. O sa vedem in capitolul acesta.

Probabil ca vechii constructori si arhitecti egipteni au incercat,
din motive practice, sd afle lungimea unei circumferinte. Edificii cu
plan circular se construiesc de multe secole. Astizi, si misori o linie
dreaptd e simplu: ai nevoie doar de o rigli, de exemplu, o bucati lunga
de lemn bine slefuit pe marginea cireia si fi trasat semne echidistante.
Nu e nicio indoiala cd rigla a fost unul dintre primele instrumente de
masurd inventate. Dar cum masurdm lungimea unei circumferinte?
Cu rigla nu-i usor, pentru cd lemnul nu e destul de flexibil ca si se
adapteze la conturul unui cerc.

O solufie posibild, la care sigur s-au gindit constructorii antici,
ar fi urmdtoarea: se ia o sfoard suficient de lungi si se infisoari pe
circumferinta de masurat, notdnd cu griji punctul in care sfoara se
suprapune peste punctul de plecare. Apoi se intinde sfoara si i se ma-
soara lungimea cu rigla pana la punctul insemnat fnainte. Diametrul,
ins3, e mai usor de masurat: se poate folosi rigla.

Nu stim cine a fost primul care-a avut ideea impdrtirii circum-
ferintei la diametrul sdu si a repetarii acestei operatii cu cercuri de
diferite dimensiuni. in orice caz, oricine ar fi fost, va fi fost, cu sigu-
rantd, surprins constatand cd raportul era mereu acelasi indiferent
de dimensiunea cercului. Fara indoial3, va fi dedus imediat ci nu mai
era nevoie sa foloseasca sfoara pentru a masura circumferinta, era de
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ajuns s misoare diametrul (ceea ce, am vazut, era foarte usor) si sa
inmulteasca rezultatul cu raportul constant care leaga cele doud lun-
gimi, raport care e cam 3,14. lar asta e adevarat pentru orice unitate
de misur3, inclusiv pentru aceea folosita atunci: cubitul egiptean, de
exemplu, avea o lungime de 52 cm. Independent de madsura folosita,
raportul dintre aceste doud lungimi e invariabil. Astfel, daca diame-
trul unui cerc e de 1 metru, circumferinta sa va fi de 3,14... metri; In
timp ce, daca masura lui e de 1 cubit egiptean, atunci circumferinta va
avea o masura echivalentd cu 3,14... cubiti egipteni.

Stiau inaintasii nostri sd calculeze cu zecimale? Raspunsul e nu.
Calculau numai cu numere intregi. Sigur, cunosteau si foloseau fracti-
ile, dar numaritorul fractiilor (cu o singura exceptie) era intotdeauna
egal cu 1. Una peste alta, lucrau numai cu numere intregi si cu fractiile
lor inverse. Exceptia era fractia 2/3 care era destul de folosita.

Opera matematic3 cea mai celebrd din toatd literatura egipteana
e papirusul lui Rhind, despre care se estimeaza cd ar data din secolul
al XIX-lea1.Hr,, adica de acum 4000 de ani. Printre altele, in acest papi-
rus apare urmatoarea aproximare a valorii raportului dintre circum-
ferinta si diametrul sau:

2
16x16xlx_=<E) ~3.160 49 ..
979 |9

Oricum, o valoare aproximativa care depaseste valoarea reala cu
0,6%, sau, cu alte cuvinte, cu o parte la fiecare 166. Nu e rau, mai ales
dacd tinem seama de cit de rudimentar era sistemul lor numeric.

Dar si revenim la matematicienii Antichitatii. Odata cu trecerea
timpului si cu perfectionarea sistemelor de numeratie, s-au obtinut
aproximatii din ce in ce mai precise ale valorii lui m. Timp indelungat,
s-a folosit fractia 22/7 = 3,142857..,, care e foarte simpla si deloc rea,
dati fiind eroarea prin exces fatd de valoarea reald de numai 0,04%,
altfel spus e o parte la fiecare 2500; mai mult decat de ajuns pentru
orice aplicatie practica.
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CAND SI CUM A APARUT SIMBOLUL m?

Simbolul 1T (se pronuntd pi) Tsi are originea in litera alfabetului grec. De ce
I numim asa? Explicatia e simpla: la inceputul secolulul al XVil-lea, mate-
maticianul englez William Oughtred (1574-16860) a introdus mai multe
simboluri ca sa simplifice notatla matematica. De exemplu, a fost primul
care a reprezentat lnmultirea cu semnul si a folosit prescurtérile sin sl cos
pentru a indica functille sinus si cosinus. Tot el e creditat si cu inventarea
riglel de calcul.

| Ca sa reprezinte relatia dintre circumferinta si diametrul unui cerc, a folosit

]
| simbolul /6, unde Tt este prima literd a cuvantului grecesc perimetru, care in-

l‘: seamnd masura Invelisului, iar & e prime literd a cuvantului grecesc diametru,
care inseamna méasurd prin. Adicé raportul dintre circurnferinta si diametru,
Matematicienil au tendinia s& simplifice formulele de céte ori e posi-
bil si, pentru asta, atribuie valor speciale anumitor variabile. De exempiu,
deoarece relatia dintre circumferinta (sau perimetrul) unui cerc si diametrul
lui & mereu aceeasi, indiferent de cerc, de ce s& nu simplifice formula, apli-
cand-o unui cerc cu diametrul egal cu 17 E usor sd imparti cu 1, pentru ca
rezultatul e egal cu deimpartitul, Astfel, daca diametrul cercului e egal cu 1,
atunci /6 va fi egal cu 1. In 1737, matematicianul elvetian Leonhard Euler a
fost unul dintre primii care au folosit simbolul 11 pentru a reprezenta raportul

| dintre circumferinta si diametrul unui cerc. Az inca it urméam exemplul,

Totusi, e bine sa amintim cd valoarea exacti a lui 7 nu va putea
fi cunoscuta niciodata, deoarece contine o infinitate de cifre care
nu se repeta cu regularitate. De aceea, va fi posibil si obtinem
aproximatii din ce Tn ce mai bune, dar la valoarea exacti nu vom
putea ajunge.
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Figura 1. William Oughtred
(1574-1860), gravura din
secolul al XVll-lea.

GULIELMUS OVGHTRED ANGLVS, .o
exAcademia Carfabrigicnss Alatal =5 1646,

ol risento ek 830 _.-'.-ri.'; BT RE e

Dar si vedem pe un exemplu ce Inseamna sa folosim aproxima-
tii din ce In ce mai precise ale lui 7. Stim cd, potrivit primei definitii
a metrului, circumferinta Pamantului masoara 40 000 de kilometri.
Daca vom considera Pamantul drept o sfera perfectd, cu o circumfe-
rintd egald cu cea a meridianului care trece prin Paris, ii putem cal-
cula diametrul in kilometri impartind 40 000 la 7. Folosind valoarea

Surprinzatoarea poveste a numarului 1t
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reald a lui m, vom obtine 12 732,395 km. Dac4, insa, facem calculul
folosind aproximatia lui egalad cu 22/7, obtinem 12 727,272 km, adica
o eroare de doar 5 km la o distanta atat de mare.

A calcula fara a masura

Au venit apoi grecii si au revolutionat intreaga cunoastere umana.
Printre altele, au avut ideea nastrusnica sa deduca proprietatile fi-
gurilor geometrice numai cu mintea, adica Tn mod abstract, fara sa
recurgd la rigld si sfoard pentru a masura. Exact din acest motiv,
Euclid din Alexandria (cca. 325 - cca. 265 1.Hr.) e considerat fon-
datorul geometriei, pentru ca a ajuns la rezultate folosind numai
rationamentul, fird masuratori care, inevitabil, furnizeaza rezultate
imprecise ale cdror erori se transmit calculelor succesive. Euclid a
fost primul care a demonstrat (dincolo de observatie) cd raportul
dintre lungimea unui cerc arbitrar si diametrul sau e mereu acelasi.
Astfel a demonstrat ca ariile cercurilor sunt proportionale cu patratul
diametrelor lor. Cu toate acestea, Euclid nu a calculat valoarea lui .

Pe aceeasi linie, Arhimede din Siracusa (cca. 287 - cca. 212 1.Hr.)
s-a apucat sa calculeze valoarea lui r folosind niste rationamente sim-
ple. Pentru aceasta, a inventat asa-numita ,metoda exhaustivd” care
functioneaza dupa cum urmeaza:

1. Sa consideram un cerc ideal al carui diametru e egal exact cu 1
(dupa cum stim, unitatea de masura nu conteaza). Lungimea cir-
cumferintei lui va fi, deci, egali cu .

2. Inscriem un hexagon regulat in cerc, deci varfurile hexagonu-
lui stau pe circumferinta cercului. E usor de vazut ca perimetrul
hexagonului e egal cu 3 (de 3 ori diametrul cercului).

3. Acum desenam hexagonul regulat circumscris cercului: in acest
fel, mijloacele laturilor sale ating circumferinta cercului si o parte
din suprafata poligonului raméane in afara ariei cercului. Nu e greu
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Figura 2. Metoda
exhaustiva folosita

de Arhimede pentru

a calcula o aproximatie
aluiT.

de calculat perimetrul acestui hexagon: e cu putin mai mare decat
3,4 (de 3,4 ori diametrul cercului).

4, Se observi pe figurd ca circumferinta e cuprinsd intre perimetrul
hexagonului inscris si perimetrul hexagonului circumscris, astfel
c3, folosind logica, stim ca valoarea sa va fi cuprinsa Intre 3 si 3,4.
Nu pare o aproximatie satisfacdtoare, dar e doar primul pas.

5. La pasul succesiv repetim operatia de mai sus, dar acum folosim
un poligon cu 12 laturi (un dodecagon), unul inscris in circumfe-
rinta si altul circumscris ei. Acum valoarea lui 1 e cuprinsa intre
perimetrele celor doud dodecagoane, ceea ce permite o aproxi-
mare a valorii ei cu numere si mai apropiate.

6. Se construiesc apoi poligoanele inscrise si circumscrise cu 24 de
laturi fiecare. Ca sa fie mai clar, in figurd am desenat numai poli-
gonul inscris. Arhimede a repetat operatia inca de doua ori, intai
cu un poligon cu 48 de laturi, apoi cu unul cu 96 de laturi.

Surprinzatoarea poveste a numarului Tt
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LA CE SERVESTE CALCULUL CIFRELOR LUITt?

O aproximare a lui T cu zece cifre zecimale, adica 3,141 592 653 6, este,
pentru toate scopurile practice, mai mult decéat suficienta. De altfel, daca
am folosi-o pentru a calcula diametrul Pamantulul bazandu-ne pe circum-
ferinta Iui, ercarea nu ar depéasi 40 de micrometri. Are cineva nevole de
precizie mal mare? Atunci, de ce ne plerdem vremea calculand cat mai
multe zecimale ale Iui T,

Unul dintre motivele pentru care s-a continuat calcularea zecima-

lelor lui T a fost pentru a aplica acele cifre 1a testele statistice aleatoril,
Intr-adevar, cifrele lui 1t par s fie aleatorii, in sensul ca orice sir de numere
care ne vine-n minte va aparea printre zecimalele Ui 1110 NUMar invers pro-
portional cu lungimea sirulul, Sa vedem cateva exemple:

Daca cifrele lui 11 satisfac conditia de a fi aleatorii, fiecare dintre ele va
aparea, in orice sir al lui T de marime arbitrard, cu o frecventa aproxi-
mativa de 10%. Daca consideram, de exemplu, primul miliard de cifre
ale i, fiecare numar va trebul sa apara cam de o suta de milicane
de orl. Sa vedem de cate orl apar: O (99 993 942); 1 (99 997 334):
2 {100 002 410); 3 (99 986 911): 4 (100 011 958); 5 (99 998 885):
6 (100010 387); 7 (939 996 061); 8 (100 001 839); 51 9 {100 000 273).
La fel se intAmpla cu cele 100 de secvente de céte doud cifre (de la
00 la 99), fiecare dintre ele apare cam de 10 milioane de orl,

S e L Tt e T [ r— e e T

Studiind perimetrul poligoanelor cu 96 de laturi, Arhimede a obti-
nut doua fractii, una mai mare si una mai mic3, intre care se afl va-
loarea exactd a lui 7. Fractia mai mare e cea pe care o cunoaste deja:
22/7=3,142857..., Intimp ce aceeamaimicie: 223 /71 = 3,140845...
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* Principile aleatorii care guverneaza sunt satisfacute si cu secvente
de trei cifre (de la 000 la 999), fiecare dintre cle aparand de circa un
milion de ori,

* 5iasa mai departe,

Daca cifrele lui 1t satisfac conditile aparitilor aleatorii, asa cum am
vazut pé&na acum, avem dreptul s& presupunem ca si valoarea Iui 11 e
aleatorie. Nimic mai departe de realitate. Exista o altd masura, comple-
xitatea lul Kolmogorov, care analizeazd cat e de aleatoriu un numar ve-
rificand pana la ce punct poate fi el comprimat. Valoarea lui Tt se poate
comprima enorm, pentru ¢& orice algoritm folosit ca sa-i calculam oricate
miliarde de zecimale e mult mai scurt decat numérul o si 1l reprezinta cu
exactitate (mal bine zis, l-ar reprezenta cu exactitate daca l-am l3sa sa
functioneze la infinit). Astfel ca m ne confrunté cu o aparentd contradictie:
cifrele sale par sa fle aleatorii, dar nu sunt asa, deoarece valoarea sa e
absolut deferminista.

Informaticienii sunt interesati sa calculeze cifrele Ui Tt pentru a verifica
eficienta diferitelor tipurl de calculatoare. Efectiv, e posibil sa fie puse la
incercare masurand numérul de cifre exacte ale Iui 11 care pot fi calculate
intr-un interval de timp dat, folosind acelasi algoritm. Se pot verifica si di-
versi algoritmi rulandu-i In acelasi computer,

in fine, calculul ui 1t se foloseste si ca test pentru a vedea daca un
computer nou functioneaza corect, fard erorl. Caloulut zecimalelor lui 1 are,
asadar, mai multe aplicati decat am fi crezut,

A e Y 1 T T P e g P WS SIS

|

8. In fine, calculand media celor doui fractii dinainte, Arhimede a

obtinut o aproximatie si mai bunj, al cirei rezultat e echivalent cu
3123/994 = 3,141851..,, cu o eroare fatd de valoarea reali care, in
acest caz, corespunde unei pdrtila fiecare 12 155, aproape de cinci
ori mai exactd decat fractia 22/7. Reludnd calculul diametrului
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